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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ñòèëèçîâàííûå ôàêòû ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà (ôàêòû

Êàëäîðà)

1. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà âîçðàñòàåò ñ íåóáûâàþùèì òåìïîì

2. Êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü òðóäà òîæå ðàñòåò ñ íåóáûâàþùèì òåìïîì

3. Ðåàëüíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà èëè íîðìà äîõîäíîñòè êàïèòàëà óñòîé÷èâà

4. Îòíîøåíèå êàïèòàëà ê âûïóñêó óñòîé÷èâî

5. Äîëè êàïèòàëà è òðóäà ïîñòîÿííû â íàöèîíàëüíîì äîõîäå

6. Â áûñòðî ðàñòóùèõ ñòðàíàõ òåìïû ðîñòà ñóùåñòâåííî ðàçíÿòñÿ

1

1Kaldor, Nicholas (1957). A Model of Economic Growth. The Economic Journal. 67 (268): 591�624.
Kaldor, Nicholas, Capital Accumulation and Economic Growth, in F.A. Lutz and D.C. Hague, eds., The Theory of
Capital, St.Martins Press, 1961, pp. 177�222.
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Ãëàâà 2

Íåîêëàññè÷åñêèå ìîäåëè äîëãîñðî÷íîé

ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè

2.1 Íåîêëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

Ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Ïîñòîÿííàÿ îòäà÷à îò ìàñøòàáà ïî îáåèì ïåðåìåííûì.

� Ñ÷èòàåì ýêîíîìèêó äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû áûëè èñ÷åðïàíû âîçìîæíîñòè äëÿ
ñïåöèàëèçàöèè. Ïîýòîìó îòäà÷à îò ìàñøòàáà � íå âîçðàñòàåò.

� Ñ÷èòàåì, ÷òî ìû ó÷ëè âñå çíà÷èìûå ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà. Ïîýòîìó îòäà÷à îò ìàñ-
øòàáà � íå óáûâàåò.

2. Óáûâàþùàÿ ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü îòäåëüíûõ ôàêòîðîâ. (ïðè÷èíà îòñóòñòâèÿ
ýíäîãåííîãî ðîñòà ÂÂÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ â íåîêëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ)

×òîáû ñî÷åòàòü ñâîéñòâà 1 è 2 ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà çàâèñåòü êàê ìèíèìóì îò
äâóõ ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, îò êàïèòàëà K è òðóäà L. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíå÷íî, ôàêòîðîâ
áîëüøå, è âñåõ èõ ó÷åñòü òðóäíî. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâîäñòâà íóæíà òåððèòîðèÿ, êîòîðàÿ
âîîáùå-òî îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ïîñòîÿííóþ îòäà÷ó îò ìàñøòàáà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ëèøü äî
îïðåäåë¼ííûõ ðàçìåðîâ ýêîíîìèêè.

Ïðèìåðû ôóíêöèé ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò ìàñøòàáà (ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòüþ ïåð-
âîé ñòåïåíè) � ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ (CES):

� Âñå ôóíêöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

F (K,L) = (αKη + βLη)
1
η . (2.1)

� Â ÷àñòíîñòè (ïðè η = 1) ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ:

F (K,L) = αK + βL

� Ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà

F (K,L) = KαL1−α,
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ïðè α + β = 1 ðàâíà ïðåäåëó ôóíêöèè (2.1):

lim
η→0

(αKη + (1− α)Lη)
1
η = KαL1−α,

÷òî ìîæíî ïîêàçàòü ëîãàðèôìèðóÿ (2.1) è ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëàïèòàëÿ.

� Ôóíêöèÿ Ëåîíòüåâà
F (K,L) = min{K,L} .

ïðè α > 0 è β > 0 ðàâíà ïðåäåëó ôóíêöèè (2.1):

lim
η→−∞

(αKη + βLη)
1
η = min{K,L} .

Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé
îò ìàñøòàáà õîðîøî ìîäåëèðóþò ñîâåðøåííóþ êîíêóðåíöèþ è ïîçâîëÿþò àãðåãèðîâàòü ïðîèç-
âîäñòâî ìíîãèõ ôèðì ñ îäèíàêîâîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé â îäíî áîëüøîå ïðîèçâîäñòâî
ñ ýòîé æå ôóíêöèåé.

2.2 Ñîâåðøåííàÿ êîíêóðåíöèÿ

Ñîâåðøåííàÿ êîíêóðåíöèÿ ïðåäïîëàãàåò ÷òî:

� ôèðìû ñ÷èòàþò öåíû çàäàííûìè, ò.å. íå çàâèñÿùèìè îò îòäåëüíîãî ðåøåíèÿ ôèðìû î
êîëè÷åñòâå ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà, ââèäó ìàëîñòè ôèðìû,

� îòñóòñòâóþò �áàðüåðû� äëÿ âõîäà íîâûõ ôèðì íà ðûíîê.

Â ñëåäñòâèè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ôèðìû äîëæíû ïîëó÷àòü íóëåâóþ îïåðàöèîííóþ ïðèáûëü,
âûðó÷êó îò ïðîäàæè òîâàðà çà âû÷åòîì ðàñõîäîâ íà ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà:

Π(K,L) = F (K,L)−RK − wL,

ãäå R � ðåàëüíàÿ ñòàâêà àðåíäû êàïèòàëà ìèíóñ íîðìà àìîðòèçàöèè)1, à w � ðåàëüíàÿ çàðà-
áîòíàÿ ïëàòà, êîòîðûå ôèðìà ñ÷èòàåò íå çàâèñÿùèìè îò òîãî ñêîëüêî îíà àðåíäóåò êàïèòàëà è
íàéìåò ðàáî÷èõ, òî åñòü îò K è L.

Åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîñòîÿííîé îòäà÷è îò ìàñøòàáà, òî
ïðèáûëü áóäåò òàêæå îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì. Òîãäà, åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî å¼ àðãóìåíòàì, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà (ñì. íàïðèìåð Acemoglu 2009, Theorem
2.1) ïðèáûëü ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Π(K,L) =
∂Π

∂K
K +

∂Π

∂L
L

1Åñëè öåíà êàïèòàëà pK(t) â åäèíèöàõ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà â ýêîíîìèêå ìåíÿåòñÿ, òî ðåàëüíûå àëüòåðíà-
òèâíûå èçäåðæêè åäèíèöû ñðåäñòâ, ïîòðà÷åííûõ íà àðåíäó êàïèòàëà, ðàâíû ðåàëüíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå r(t)
ïëþñ òåìï ïðèðîñòà öåíû êàïèòàëà: r(t) + ṗK(t)/pK(t). Ñ ó÷åòîì ïîñòîÿííîé íîðìû âûáûòèÿ êàïèòàëà δ öåíà
àðåíäû êàïèòàëà äëÿ ôèðìû ñîñòàâèò R(t) = (δ + r(t)) pK(t) + ṗK(t). Åñëè pK(t) ≡ 1, òî R(t) = δ + r(t). Â
íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ àìîðòèçàöèþ êàïèòàëà âíîñÿò â ïðîèçâîäñâåííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ïðè ýòîì
ñâîéñòâà íåîêëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäñâåííîé ôóíêöèè: ïîñòîÿííóþ îòäà÷ó îò ìàñøòàáà è óáûâàþùóþ ïðåäåëü-
íóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà.
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2.3. ÔÓÍÊÖÈß ÊÎÁÁÀ-ÄÓÃËÀÑÀ È ÄÎËÈ ÔÀÊÒÎÐÎÂ Â ÂÛÏÓÑÊÅ 7

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðè åñòåñòâåííûõ òðåáîâàíèÿõ íåîòðèöàòåëüíîñòè ôàêòîðîâ ïðîèç-
âîäñòâà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü ôèðìû, òî îíà äîëæíà áûòü íóëåâîé2

max
K≥0, L≥0

Π(K,L) = 0

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøàåò è çàäà÷ó
ìàêñèìèçàöèè ïðèâåä¼ííîé ïðèáûëè?????

2.2.1 Àãðåãèðîâàíèå

Ïóñòü âñåì ôèðìàì äîñòóïíà îäèíàêîâàÿ òåõíîëîãèÿ â âèäå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L)
ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò ìàñøòàáà è êàæäàÿ ôèðìà íàíèìàåò Lj åäèíèö òðóäà è àðåíäóåò Kj,
êîòîðûå â ñóììå ñîñòàâëÿþò âåñü ïîòîê òðóäà è âåñü ïîòîê êàïèòàëà:∑

j

Lj = L,
∑
j

Kj = K.

Ââèäó ïîñòîÿííîé îòäà÷è îò ìàñøòàáà ôóíêöèé F è Π, çàäà÷ó ôèðìû j

Π(Kj, Lj) = F (Kj, Lj)−RKj − wLj → max
Kj≥0, Lj≥0

,

c Lj > 0 ìîæíî çàïèñàòü â óäåëüíûõ âåëè÷èíàõ íà åäèíèöó òðóäà

k =
Kj

Lj
, π(k) ≡ Π(k, 1) =

Π(Kj, Lj)

Lj
, f(k) ≡ F (k, 1) =

F (Kj, Lj)

Lj

π(k) = f(k)−Rk − w → max
k≥0

= 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîé ôèðìû j êàïèòàëîâîîðóæ¼ííîñòü k îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé
ñòàâêîé àðåíäû êàïèòàëà è çàðàáîòíóþ ïëàòó

R = f ′(k).

Òàê êàê ôóíêöèÿ f îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ôèðì, ó âñåõ ôèðì áóäåò îäèíàêîâàÿ êàïèòàëîâîîðóæ¼í-
íîñòü k = K/L. Ðàâíîâåñòíóþ çàðîáîòíóþ ïëàòó îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïðèáûëè

w = f(k)− f ′(k) k.

2.3 Ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà è äîëè ôàêòîðîâ â âûïóñêå

Â 1927 ãîäó, êîãäà Ïîë Äóãëàñ ðàáîòàë ïðîôåññîðîì ýêîíîìèêè, îí çàìåòèë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
íàöèîíàëüíîãî äîõîäà ìåæäó çàòðàòàìè íà òðóä L è êàïèòàë K îñòàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî îäè-
íàêîâûì íà ïðîòÿæåíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Äóãëàñ ïîïðîñèë ìàòåìàòèêà ×àðëüçà Êîááà
íàéòè ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ F (K,L), êîòîðàÿ áû ïðèâîäèëà ê òàêîìó ðåçóëüòàòó, ïðè

2Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà (îïòèìàëüíîñòè) ôóíêöèè Π(K,L), íàïðèìåð ïî K ≥ 0, ñîñòîèò â âûïîëíå-
íèè îäíîãî èç ðàâåíñòâ: ∂Π

∂K = 0 èëè K = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè K > 0 ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà.

EconomicGrowthLectures04 18 ìàðòà 2020 ã.
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ðåàëüíûõ öåíàõ R è w ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà K è L ðàâíûõ èõ ïðåäåëüíûì ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòÿì

R =
∂Y

∂K
, w =

∂Y

∂L
.

3 Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Êîááà-Äóãëàñà ñ òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì âîïëîù¼ííûì â òðóäå

Y = Kα (AL)1−α .

4 Èç îòñóòñòâèÿ ïðèáûëè ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè ïîëó÷àåì, ÷òî âåñü âûïóñê ðàñõîäóåòñÿ
íà îïëàòó òðóäà è àðåíäó êàïèòàëà Y = RK − wL

RK =
∂Y

∂K
K = αY, w L =

∂Y

∂L
L = (1− α)Y.

Ýëàñòè÷íîñòè âûïóñêà ïî êàïèòàëó è ïî òðóäó îêàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè äîëÿìè ôàêòîðîâ
ïðîèçâîäñòâà â âûïóñêå

K

Y

∂Y

∂K
=
∂ log Y

∂ logK
= α,

L

Y

∂Y

∂L
=
∂ log Y

∂ logL
= 1− α.

Ýëàñòè÷íîñòè â ñóììå ðàâíû åäèíèöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ïðèáûëè.

2.4 Ìîäåëü Ñîëîó

Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

� Äîìîõîçÿéñòâà ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííóþ äîëþ s ∈ [0, 1] èõ ðàñïîëàãàåìîãî äîõîäà.

� Âñåì ôèðìàì äîñòóïíà îäèíàêîâàÿ íåîêëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåïðåçåíòàòèâíîé ôèðìû ñ ðåïðåçåíòàòèâíîé (èëè àãðåãèðîâàí-
íîé) ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé.

� Òåõíîëîãèÿ áåñïëàòíà è äîñòóïíà âñåì êàê íåèñêëþ÷àþùèé è íåêîíêóðèðóåìûé òîâàð.

Äèíàìèêà êàïèòàëà â ìîäåëè Ñîëîó-Ñâàíà â íåïðåðûâíîì âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (÷èñòûå èíâåñòèöèè ðàâíû âàëîâûì èíâåñòèöèÿì çà âû÷åòîì
àìîðòèçàöèè)

K̇(t) = sK(t)α(A(t)L(t))1−α − δK(t), K(0) = K0 > 0,

ãäå s ∈ (0, 1) � íîðìà ñáåðåæåíèÿ, ýôôåêòèâíîñòü òðóäà A(t) è ïîòîê òðóäà L(t) ðàñòóò îò
íà÷àëüíûõ óðàâíåé A(0) = A0 > 0 è L(0) = L0 > 0 ñ ïîñòîÿííûìè òåìïàìè

g =
Ȧ(t)

A(t)
, n =

L̇(t)

L(t)
,

δ � òåìï âûáûòèÿ êàïèòàëà (àìîðòèçàöèè), α ∈ (0, 1).

3Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïðèáûëè Π(K,L) = Kα (AL)
1−α − RK − wL ñ÷èòàÿ, ÷òî R è w çàäàíû,

ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ (îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà) íà ðûíêàõ êàïèòàëà è òðóäà.
4Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ â ôîðìå Y = F (K,AL) íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ïî Õàððîäó, Y = AF (K,L) � íåé-

òðàëüíûì ïî Õèêñó. Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü âîïëîù¼ííûì â êàïèòàëå Y = F (AK,L).
Êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàòû áóäóò òàêèìè æå.
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Çàïèøèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè â èíòåíñèâíîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ óäåëüíûå ïåðåìåííûå íà
åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà

y(t) =
Y (t)

A(t)L(t)
, k(t) =

K(t)

A(t)L(t)
.

k̇(t) = sk(t)α − (δ + g + n) k(t), k(0) = k0 ≡
K0

A0L0

> 0.

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè k̇(t) = 0, êîãäà ôàêòè÷åñêèå èíâåñòèöèè skα è âîññòàíàâëèâàþ-

ùèå èíâåñòèöèè (δ + g + n) k ðàâíû, îïðåäåëÿåò äâå ñòàöèîíàðíûõ òî÷êè: íåóñòîé÷èâóþ k = 0
è óñòîé÷èâóþ k = k∗. Àñèìòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ (óñòîé÷èâàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ) òî÷êà íàõîäèòñÿ
èç óñëîâèÿ

skα−1∗ = δ + g + n.

Ïîòðåáëåíèå íà åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà c(t) = (1 − s)k(t)α â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå c∗ = (1 − s)kα∗ = kα∗ − (δ + g + n) k∗, ãäå ìû ïîäñòàâèëè âûðàæåíèå äëÿ
ñáåðåæåíèé èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè skα∗ = (δ + g + n) k∗.

Óñëîâèå ìàêñèìóìà c∗ ïî íîðìå ñáåðåæåíèÿ
dc∗
ds

= dc∗
dk∗

dk∗
ds

= 0 íàçûâàåòñÿ �çîëîòîå� ïðàâèëî:

αkα−1∗ = δ + g + n,

êîãäà ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàïèòàëà αkα−1 = d
dK
Kα(AL)1−α ðàâíà íîðìå âûáûòèÿ

êàïèòàëà ïëþc òåìïû ðîñòà íàñëåëåèÿ è òåõíîëîãè÷åñêîãî óðîâíÿ.
Ñðàâíèâàÿ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè è îïòèìàëüíîñòè íàõîäèì, ÷òî íîðìà ñáåðåæåíèÿ �çî-

ëîòîãî� ïðàâèëà sgr ðàâíà ýëàñòè÷íîñòè âûïóñêà ïî êàïèòàëó. Äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
Êîááà-Äóãëàñà sgr = α.

Êàêèå ñâîéñòâà íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè (ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè) îãðàíè÷èâàþò óäåëü-
íîå ïîòðåáëåíèå íà åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà c(t) = (1− s)k(t)α?

�Çîëîòîå� ïðàâèëî â ìîäåëè Ñîëîó ìàêñèìèçèðóåò äîëãîñðî÷íîå ïîòðåáëåíèå íà åäèíèöó
ýôôåêòèâíîãî òðóäà ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî ïîòðåáëåíèÿ:

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

c(t) dt→ max
s∈[0,1]

Íåÿâíî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôèðìû ñîâåðøåííî êîíêóðåíòíû, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîöåíò-
íîé ñòàâêè r è çàðïëàòû W â ýêîíîìèêå

r(t) = αkα−1(t)− δ, W (t) = A(t) (1− α)α kα−1(t)

2.4.1 Ñðàâíåíèå ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè ñ íàáëþäåíèÿìè

Èññëåäîâàòåëè îïðåäåëÿþò äâà òèïà êîíâåðãåíöèè ñòðàí ïî óðîâíþ ÂÂÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ
yi(t): àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ.

1. Åñëè â ñëåäóþùåé ðåãðåññèè ïî ñòðàíàì i = 1, ..., I ïîëó÷èëè çíà÷èìîå íåðàâåíñòâî β1 < 0

1

100
ln

(
yi(1980)

yi(1880)

)
= β0 + β1 ln (yi(1880)) + εi,

ãäå εi - îøèáêà, òî êàêîé òèï êîíâåðãåíöèè ýòî ïîäòâåðæäàåò?
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2. Åñëè â ñëåäóþùåé ðåãðåññèè ïî ñòðàíàì i = 1, ..., I ïîëó÷èëè çíà÷èìîå íåðàâåíñòâî β1 < 0

1

100
ln

(
yi(1980)

yi(1880)

)
= β0 + β1 ln (yi(1880)) + β2si + β3δi + β4ni + εi,

ãäå εi - îøèáêà, si - íîðìà ñáåðåæåíèé, δi - òåìï àìîðòèçàöèè, ni - òåìï ðîñòà íàñåëåíèÿ,
òî êàêîé òèï êîíâåðãåíöèè ýòî ïîäòâåðæäàåò? Ìîäåëü Ñîëîó-Ñâàíà îáúÿñíÿåò óñëîâíóþ
êîíâåðãåíöèþ ÂÂÏ íà äóøó ïî ñòðàíàì ðàçíûìè ïðàìàìåòðàìè ( si, δi, ni).

Îñíîâíûå ðàñõîæäåíèÿ ñ íàáëþäåíèÿìè

� îòëè÷èå y â 10 ðàç ïðè α = 1/3 îáúÿñíÿåòñÿ òîëüêî îòëè÷èåì k â 1000 ðàç. Ýòî íå ðåàëè-
ñòè÷íî.

� Ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàïèòàëà îòëè÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåïðåçåíòàòèâíîé
ôèðìû ñ ðåïðåçåíòàòèâíîé (èëè àãðåãèðîâàííîé) ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé.

2.5 Ìîäåëü Ñîëîó ñ ÷åëîâå÷åñêèì êàïèòàëîì

Ïóñòü äèíàìèêà êàïèòàëà â ìîäåëè Ñîëîó ñ ÷åëîâå÷åñêèì êàïèòàëîì H îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

K̇(t) = sAK(t)αH(t)βL(t)1−α−β, K(0) = K0,

Ḣ(t) = νAK(t)αH(t)βL(t)1−α−β, H(0) = H0,

ãäå s, ν ∈ (0, 1) � ïîñòîÿííûå íîðìû ñáåðåæåíèÿ s + ν < 1, A � ïîñòîÿííàÿ, òðóä L ðàñòåò ñ

ïîñòîÿííûì òåìïîì n = L̇
L
> 0, âûáûòèå (àìîðòèçàöèÿ) êàïèòàëîâ îòñóòñòâóåò, α, β ∈ (0, 1) è

α + β < 1.

1. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè â èíòåíñèâíîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå íà åäèíèöó
òðóäà

y =
Y

L
, k =

K

L
, h =

H

L
.

2. Íàðèñóéòå ñòàöèîíàðíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè (k, h). Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàð-
íîãî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà k̇ = 0 è ḣ = 0.

3. Êàê îïèñûâàåò äàííàÿ ìîäåëü ýìïèðè÷åñêèå äàííûå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ Ñîëîó áåç
÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà? Ëó÷øå èëè õóæå? Ðàññìîòðèòå ïðèìåð äâóõ ñòðàí, ãäå ÂÂÏ íà
äóøó íàñåëåíèÿ îòëè÷àåòñÿ â 10 ðàç.

4. Âîçìîæåí ëè â äàííîé ìîäåëè ýíäîãåííûé äîëãîâðåìåííûé ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò? Ïî÷åìó?

2.6 Ìîäåëü Ðàìñåÿ

Êàê è â ìîäåëè Ñîëîó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðóä L(t) è åãî ýôôåêòèâíîñòü A(t) â ðåïðåçåíòàòèâ-
íîì äîìîõîçÿéñòâå ïðèðàñòàþò ñ ïîñòîÿííûìè òåìïàìè

Ȧ

A
= g,

L̇

L
= n.
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Âûïóñê çàäàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé

Y (t) = F (K(t), A(t)L(t))

ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò ìàñøòàáà ïî êàïèòàëó è ýôôåêòèâíîìó òðóäó.5 Êàïèòàë àìîðòèçèðó-
åòñÿ ñ ïîñòîÿííûì òåìïîì δ è äèíàìèêà êàïèòàëà èìååò âèä

K̇(t) = F (K(t), A(t)L(t))− C(t)− δK(t), (2.2)

ãäå C(t) � ïîòðåáëåíèå â ýêîíîìèêå. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò ïîñòîÿííóþ
îòäà÷ó îò ìàñøòàáà ïî òðåì àðãóìåíòàì K(t), L(t) è C(t). Ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå âåðíî òàêæå
è äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòè ýêîíîìèêè, ãäå K(t), L(t) è C(t) áóäóò îäèíàêîâûìè äîëÿìè îò
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ýêîíîìèêè.

� Âñå ÷ëåíû äîìîõîçÿéñòâà èìåþò îäèíàêîâûå ïðåäïî÷òåíèÿ è ïîòðåáëÿþò C(t)
L(t)

.

� Äîìîõîçÿéñòâî (íåýëàñòè÷íî) ïðåäëàãàåò L(t) åäèíèö òðóäà â åäèíèöó âðåìåíè. Òðóä âñåãî
äîìîõîçÿéñòâà L(t).

� Äîìîõîçÿéñòâà æèâóò áåñêîíå÷íî äîëãî

Â ìîäåëè Ðàìñåÿ äîìîõîçÿéñòâî ìîæåò ïîòðåáëÿòü íå ïîñòîÿííóþ äîëþ îò âûïóñêà è äàæå
ïðåîáðàçîâûâàòü èìåþùèéñÿ êàïèòàë â ïîòðåáëåíèå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿK(t) ≥ 0. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ â êàæäîì äîìîõîçÿéñòâå âûðàæàåòñÿ
îäèíàêîâîé ìãíîâåííîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè u(C), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé áóäåò âûáèðàòüñÿ
åãî óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ. ×òîáû ðåçóëüòàò íå çàâèñåë îò íà÷àëüíîãî ðàçìåðà äîìîõîçÿéñòâà,
ìû ñ÷èòàåì ÷òî åãî ÷ëåíû èìåþò ïîñòîÿííóþ íåñêëîííîñòü ê ðèñêó θ:

θ = −C u
′′(C)

u′(C)
, äëÿ ëþáûõ C ≥ 0

ãäå u(C) � (ìãíîâåííàÿ) ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ â äîìîõîçÿéñòâå
îò åãî ïîòðåáëåíèÿ C.

Ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííîé îòíîñèòåëüíîé íåñêëîííîñòþ ê ðèñêó

C1−θ

1− θ
, θ 6= 1, ln(C) = lim

θ→1

C1−θ − 1

1− θ
,

ñîõðàíÿþò ýòî ñâîéñòâî ïðè àôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Ìãíîâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè äîìîõîçÿéñòâà, ñîñòîÿùåãî èç L(t) ïîòðåáèòåëåé, ñîñòîèò

èç ñóììû èõ ìãíîâåííûõ ïîëåçíîñòåé è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìãíîâåííóþ ïîëåçíîñòü ðåïðåçåíòà-

òèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ, êàê u
(
C(t)
L(t)

)
· L(t). 6

5Â ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K(t), A(t)L(t)) òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ âîïëîùåí â òðóäå, èëè ãîâîðÿò, ÷òî
îí íåéòðàëåí ïî Õàððîäó. Òàêàÿ çàïèñü âûáðàíà äëÿ óäîáñòâà è íå èìååò âåñîìûõ îáîñíîâàíèé, òî ÷òî ïðîãðåññ
íå âîïëîùåí â êàïèòàëå, F (A(t)K(t), L(t)), èëè íå íåéòðàëåí ïî Õèêñó A(t)F (K(t), L(t)). Îäíàêî, ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå áåçâðåäíî.

6Ìàêñèìèçàöèþ ñóììû ïîëåçíîñòåé ïðîèçâîäÿò ïðè, òàê íàçûâàåìîì, óòèëèòàðèñòñêîì ïîäõîäå ê ôîðìèðî-
âàíèþ àãðåãèðîâàííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ) . Ýãàëèòàðèñòñêèé ïîäõîä
ïðåäïîëàãàåò ìàêñèìèçàöèþ ïîëåçíîñòè íàèìåíåå �ñ÷àñòëèâîãî� àãåíòà, ò.å. òîãî (èëè òåõ) ó êîãî íàèìåíüøàÿ
ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå àãåíòû îäèíàêîâû, ýãàëèòàðèñòû ñ÷èàòëè áû ìãíîâåííóþ ïîëåçíîñòü

äîìîõîçÿéñòâà u
(
C(t)
L(t)

)
, à íå u

(
C(t)
L(t)

)
· L(t). Äëÿ îáîèõ ïîäõîäîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñðàâíèìîñòü (comparability)

ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ìåæäó ñîáîé.
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Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè äîìàøíåãî õîçÿéñòâà ñêëàäûâàåòñÿ èç åãî ìãíîâåííûõ ïîëåçíîñòåé∫ ∞
0

e−ρtu

(
C(t)

L(t)

)
L(t) dt, (2.3)

ãäå ρ � íîðìà äèñêîíòèðîâàíèÿ (ìãíîâåííîé) ïîëåçíîñòè.
Ïåðåéäåì ê óäåëüíûì ïåðåìåííûì íà åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà

c(t) ≡ C(t)

A(t)L(t)
, k(t) ≡ K(t)

A(t)L(t)
, y(t) ≡ Y (t)

A(t)L(t)
, f(k) ≡ F (k, 1).

Ó÷èòûâàÿ L(t) = L(0)ent è A(t) = A(0)egt ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ìãíîâåííóþ ïîëåçíîñòü

u

(
C(t)

L(t)

)
L(t) = u(A(t)c(t))L(t) =

(A(t)c(t))1−θ

1− θ
L(t) = A(0)1−θL(0) e(1−θ)gt+nt

c(t)1−θ

1− θ

òîãäà ïîëó÷àåì ïîëåçíîñòü äîìîõîçÿéñòâà (2.3)∫ ∞
0

e−ρtu

(
C(t)

L(t)

)
L(t) dt = A(0)1−θL(0)

∫ ∞
0

e−βt u(c(t)) dt,

êîòîðóþ íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü. Ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîëîæèòåëüíûìûè ïîñòîÿííûìè ìíîæè-
òåëÿìè, âûíåñåííûìè çà çíàê èíòåãðàëà, ò.ê. îíè íå âëèÿþò íà ðåçóëüòàò îïòèìèçàöèè. Ïåðå-
ïèøåì çàäà÷ó äîìîõîçÿéñòâà êîìïàêòíåå∫ ∞

0

e−βt u(c(t)) dt→ max
c≥0

,

ãäå β = ρ− (1− θ)g − n, a u(c) = c1−θ

1−θ .
7

2.7 Öåíòðàëèçîâàííûé âàðèàíò çàäà÷è Ðàìñåÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó öåíòðàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà, êàê áóäòî âñÿ ýêîíîìèêà � îäíî áîëüøîå äî-
ìîõîçÿéñòâî, ∫ ∞

0

e−βt u(c(t)) dt→ max
c(·)

, c(t) ≥ 0,

äëÿ êîòîðîãî áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå â èíòåíñèâíîé ôîðìå èìååò ñëåäóþùèé âèä

k̇(t) = f(k(t))− c(t)− (n+ δ + g) k(t), k(t) ≥ 0,

ãäå ïîëîæèòåëüíîå ïîòðåáëåíèå c(t) âûñòóïàåò â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå âûáèðàåòñÿ öåí-
òðàëüíûì ïëàíèðîâùèêîì îïòèìàëüíî ñðåäè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïîòðåáëåíèå c(t) íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ìîæåò âðåìåííî ïðåâûøàòü âûïóñê y(t) = f(k(t)),
ò.å. êàïèòàë ìîæíî ïðîåäàòü, ëèøü áû îí îñòàâàëñÿ íåîòðèöàòåëüíûì k(t) ≥ 0 â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè t > 0. Òàê îñíîâíîå îòëè÷èå îò ìîäåëè Ñîëîó â òîì, ÷òî íîðìà ñáåðåæåíèÿ â ìîäåëè
Ðàìñåÿ

s(t) ≡ Y (t)− C(t)

Y (t)
=
y(t)− c(t)

y(t)
=
k̇(t) + (n+ δ + g) k(t)

f(k(t))

çàâèñèò îò âðåìåíè è ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíà s(t) ∈ (−∞, 1].

7Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà òàêæå âåðåíà äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(c) = ln(c) ñ îòíîñè-
òåëüíîé íåñêëîííîñòüþ ê ðèñêó θ = 1, òàê ÷òî β = ρ− n.
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2.7.1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íå áûëî áû îãðàíè÷åíèÿ k(t) ≥ 0, òî çàäà÷à ñâåëàñü áû ê ìàêñèìèçàöèè
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî ïîòðåáëåíèþ â êàæäûé îòäåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, íå çàâè-
ñèìî îò ïîòðåáëåíèÿ â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. Êîíå÷íî, â íàøåì ñëó÷àå òàêîãî ìàêñèìóìà
íåò èç-çà âñþäó ïîëîæèòåëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (íå íàñûùàåìîñòü ïðåäïî-
÷òåíèé). Íî ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ê íàõîæäåíèþ ìàê-
ñèìóìà íåêîé ôóíêöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íå çàâèñèìî îò äðóãèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.
Â ýòîì è ñîñòîèò ïðèíöèï ìàêñèìóìà, à òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò Ãàìåëüòîíèàíîì èëè ôóíê-
öèåé Ïîíòðÿãèíà.8 Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà îòîáðàæàåò ïðèòîê áîãàòñòâà

H(k, c, λ, µ, t) = µ e−βt u(c) + λ (f(k)− c− (n+ δ + g) k) ,

ïðèòîê ïîëåçíîñòè, óìíîæåííûé íà íåîòðèöàòåëüí öåíó µ, ïëþñ ïðèòîê êàïèòàëà, óìíîæåííûé
íà ñêðûòûå öåíû λ (shadow prices), çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà óñòàíàâëèâàåò
äëÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ĉ è ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè êàïèòàëëà k̂ ñóùåñòâî-
âàíèå òàêèõ ñêðûòûõ öåí (µ, λ) 6= 0, ãäå µ ≥ 0 � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè t ≥ 0 âûïîëíåíî óñëîâèå ìàêñèìóìà

H(k̂(t), ĉ(t), λ(t), µ, t) = max
c
H(k̂(t), c, λ(), µ, t),

à ôóíêöèÿ ñêðûòûõ öåí λ îò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííîìó óðàâíåíèþ

−λ̇(t) =
∂H
∂k

(k̂(t), ĉ(t), λ(t), µ, t).

Ðåøåíèå λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòðåìëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêðûòîé ñòîèìîñòè êàïèòàëà ê
íóëþ

lim
t→∞

λ(t)k̂(t) = 0,

ñ íåîáõîäèìîñòüþ òîëüêî ïðè β > 0. 9

Ââèäó âîãíóñòîñòè ôóíêöèè ÏîíòðÿãèíàH îäíîâðåìåííî ïî k è c, ìîæíî ðàññìîòðåòü äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè Ìàíãàñàðÿíà, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïðèâåä¼ííàÿ ñêðûòàÿ ñòîèìîòü
êàïèòàëà äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê ìèíèìóìó

lim inf
t→∞

λ(t)
(
k(t)− k̂(t)

)
≥ 0,

8Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ôóíêöèþ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà, ò.ê. Ãàìèëüòîíèàíîì â ôèçèêå ïðèíÿòî
íàçûâàòü ýòó ôóíêöèþ íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, ò.å. ñ îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâó-
þùèìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ.

9Ïðè β = 0 öåëåâîé ôóíêöèîíàë ðàñõîäèòñÿ, õîòÿ ýòîò ñëó÷àé òîæå ðàññìàòðèàëñÿ ýêîíîìèñòàìè, âèäèìî,
ñ÷èòàþùèìè áåçíðàâñòâåííûì äèñêîíòèðîâàòü ïîëåçíîñòè áóäóùèõ ïîêîëåíèé. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöè-
îíàëà ìîæíî ñäåëàòü êîíå÷íûì åñëè ïîä èíòåãðàëîì âû÷åñòü èç ïîëåçíîñòè å¼ çíà÷åíèå â ïðåäåëå ïðè t→∞,
òàê ÷òî çàäà÷à ïðèìåò âèä ∫ ∞

0

(u(c(t))− u(c∗))) dt→ max
c≥0

,

ãäå c∗ � ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå ïîòðåáëåíèå. Òîãäà áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû Ìèøåëÿ (Michel P. On the transversality condition in in�nite horizon optimal problems // Econometrica.
1982. V. 50. P. 975�985.), ãäå â êà÷åòâå óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè âûñòóïàåò ñòðåìíåíèå Ãàìèëüòîíèàíà ê íóëþ

lim
t→∞

H(k̂(t), ĉ(t), λ(t), µ, t) = 0.

Ïðîâåðüòå, ñëåäóåò ëè îòñóþäà óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè limt→∞ λ(t)k̂(t) = 0.
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ãäå k(t) � ëþáûå äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè êàïèòàëà. Ïðè÷¼ì k̂(·) � åäèíñòâåííà ââèäó ñòðîãîé
âîãíóòîñòè H ïî (k, c). Èç-çà îãðàíè÷åííîñòè çíà÷åíèé êàïèòàëà ïðè çàäàííîì k(0) = k0 â
êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å Ðàìñåÿ ìîæíî çàïèñàòü ñòðåìëåíèå
ïðèâåä¼ííûõ ñêðûòûõ öåí êàïèòàëà ê íóëþ

lim
t→∞

λ(t) = 0,

êîòîðîå òîæå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè β > 0. 10

Îäíàêî, ñëó÷àé β = 0 âïîëíå âîçìîæåí ïðè ïîëîæèòåüíîé ëè÷íîé íîðìå äèñêîíòèðîâàíèÿ
ρ > 0, ò.ê. β = ρ − (1 − θ)g − n. Èç ôàçîâîé äèàãðàììû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñâåííàÿ
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü â çàäà÷å Ðàìñåÿ ïðè ëþáîì β, ýòî òðàåêòîðèÿ,
ñòðåìÿùàÿñÿ ê ñåäëîâîé òî÷êå (k(t), c(t))→ (k∗, c∗).

Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå òîæå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ôóíêöèþ H êàê

˙̂
k(t) =

∂H
∂λ

(k̂(t), ĉ(t), λ(t), µ, t).

Åñëè â çàäà÷å Ðàìñåÿ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, òî åñòü ôóíêöèÿ
ïîòðåáëåíèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, òî ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, µ > 0. 11 Ïîýòîìó, áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü µ = 1.

2.7.2 Óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà

Ëàãðàíæèàí ïðèìåò âèä

L(k, k̇, t) = e−βt u
(
f(k)− k̇ − (n+ δ + g) k

)
Îñíîâíîå óðàâíåíèå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

d

dt

∂L
∂k̇

=
∂L
∂k

Ïðèìåíÿÿ ýòî óðàâíåíèå ê äàííîìó Ëàãðàíæèàíó è ïîäåëèâ åãî îáå ÷àñòè íà e−βtu′(c(t)), ïî-
ëó÷àåì òî æå ñàìîå óðàâíåíèå

β − u′′(c(t))ċ(t)

u′(c(t))
= f ′(k(t))− (n+ δ + g).

10Îïòèìèçàöèÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà òàêæå èìååò ñìûñë â ðàñøèðåííîì ïîíÿòèè îáãîíÿþùåé îïòèìàëü-
íîñòè (overtaking optimality). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè β = 0 äëÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, ñõîäÿùåéñÿ ê k∗ > 0,

óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè âèäà limt→∞ λ(t)k̂(t) = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ñõîäèòñÿ ê
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå, îïðåäåëÿåìîé èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà λ∗ = u′(c∗) > 0. Òàêæå íå âûïîëÿåòñÿ è

óñëîâèå Ìèøåëÿ limt→∞H(k̂(t), ĉ(t), λ(t), µ, t) = 0 èç-çà òîãî, ÷òî èíòåãðàíò öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà íå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè β = 0. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Ìàíãàñàðÿíà è Ýððîó òîæå íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè β = 0. Îäíàêî ýòî íå
îçíà÷àåò, ÷òî ñåäëîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå îïòèìàëüíà.

11Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü µ = 0. Òîãäà, ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèè

H(k, c, λ, µ, t) = λ (f(k)− c− (n+ δ + g) k)

ïî c ïðè îãðàíè÷åíèè c ≥ 0 äàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ĉ òîëüêî ïðè λ ≤ 0. Íî, ïî òåîðåìå, (µ, λ) 6= 0. Çíà÷èò λ < 0.
Íî, òîãäà ĉ ≡ 0, ÷òî, î÷åâèäíî, íå îïòèìàëüíî.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ïîëîæåíèè c = f(k) − (n+ δ + g) k è β = f ′(k) − (n + δ + g),
ñëåäîâàòåëüíî îíî íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, à ëèøü îò θ, êîòîðîå
ó÷àâñòâóåò â β. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà äîëãîñðî÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ dc/ dk ≡ f ′(k)−
(n+ δ + g) = 0 ñëåäóåò, ÷òî çîëîòîå ïðàâèëî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü êîãäà β = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî β = ρ− (1−θ)g−n è îòíîñèòåëüíàÿ íåñêîëííîñòü ê ðèñêó ïîñòîÿííà è ðàâíà
θ, ïîëó÷àåì òåìï ðîñòà ïîòðåáëåíèÿ íà åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà:

ċ(t)

c(t)
=
f ′(k(t))− ρ− δ − θg

θ
.

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü òåìï ïðèðîñòà ïîäóøåâîãî ïîòðåáëåíèÿ c(t)A(t):

ċ(t)

c(t)
+
Ȧ(t)

A(t)
=
ċ(t)

c(t)
+ g =

f ′(k(t))− ρ− δ
θ

.

Òî åñòü, â äàííîì ñëó÷àå, òåìï ïðèðîñòà ïîäóøåâîãî ïîòðåáëåíèÿ çàâèñèò îò òåìïîâ ïðèðîñòà
íàñåëåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ëèøü ïîñðåäñòâîì k.

Óïðàæíåíèå 2.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè f(k) ≡ kα è ïðè θ = α îïòèìàëüíîå óäåëüíîå ïîòðåá-

ëåíèå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî òåêóùåìó óðîâíþ êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè:

c =

(
δ

(
1

α
− 1

)
+
ρ

α
− n

)
k.

2.7.3 Òðàåêòîðèÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà

Êîãäà âñå ïåðåìåííûå ìîäåëè ðàñòóò ñ ïîñòîÿííûìè òåìïàìè ãîâîðÿò ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ íà
òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà (balanced-growth path). Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà óäåëüíûå
ïåðåìåííûå îïðåëÿþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà îíè áûëè
ñòàöèîíàðíûìè, íàïðèìåð: ċ(t) = 0, k̇(t) = 0. Ïîýòîìó òàêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íàçûâàþò
ñòàöèîíàðíûì, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ïåðåìåííûõ k∗ è c∗ ñòàöèîíàðíûìè çíà÷åíèÿìè.

2.7.4 Ïðàâèëî Êåéíñà�Ðàìñåÿ

Ïðåäåëüíàÿ íîðìà òðàíñôîðìàöèè (êàïèòàëà) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâîäíîé (ïî íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì)

MRT (t, τ) =
dk(t)

dk(τ)
= z(t)

êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè k(s) â ìîìåíò âðåìåíè s ïî êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè k(τ) â ìîìåíò τ
è îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ åäèíè÷íûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè:

ż(t) = (f ′(k(t))− (n+ δ + g)) z(t), z(τ) = 1.

Îíà ïîêàçûâàåò âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ (òðàíñôîðìèðóåòñÿ) ïðèðàùåíèå êàïèòàëà ∆k â
ìîìåíò âðåìåíè τ ê ìîìåíòó âðåìåíè t â ïðåäåëå ïðè ∆k → 0.

Èç-çà òîãî, ÷òî â çàäà÷å Ðàìñåÿ ïîëåçíîñòü íå çàâèñèò ÿâíî îò êàïèòàëà, ñîïðÿæ¼ííîå óðàâ-
íåíèå

λ̇(t) = −λ(t) (f ′(k(t))− (n+ δ + g)) ,
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îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåàðèçîâàííîãî ëèøü çíàêîì ïðàâîé ÷àñòè. Èçâåñòíî, ÷òî êîãäà äâà ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ ñîîòíîñÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå èõ ðåøåíèé îñòà¼òñÿ ïîñòîÿí-
íûì λ(t)z(t) = const = λ(τ) äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t. 12 Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
ðåøåíèÿ k(t) ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì k(τ) ðàâíà îòíîøåíèþ

dk(t)

dk(τ)
=
λ(τ)

λ(t)
.

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìàêñèìóìà (ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà) ∂H
∂c

= 0

e−βtu′(c(t))− λ(t) = 0,

e−βτu′(c(τ))− λ(τ) = 0,

ïîëó÷àåì

MRT (t, τ) =
e−βτu′(c(τ))

e−βtu′(c(t))
.

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòîèò ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåùåíèÿ (ïîòðåáëåíèÿ) ïî îïðåäå-
ëåíèþ � îòíîøåíèå ïðåäåëüíûõ ìãíîâåííûõ ïîëåçíîñòåé âçÿòîå íà êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ:

e−βτu(c(τ)) + e−βtu(c(t)) = const,

òàê êàê ïîòðåáëåíèå îïòèìàëüíî è åãî ïåðåíîñ èç îäíîãî ìîìåíòà âðåìåíè â äðóãîé (ïðè ïî-
ìîùè òðàíñôîðìàöèè êàïèòàëà) íå äîëæåí ïðèâîäèòü ê ðîñòó ñóììàðíîé ïîëåçíîñòè. Âçÿâ
äèôôåðåíöèàë, ïîëó÷àåì

e−βτu′(c(τ)) dc(τ) + e−βtu′(c(t)) dc(t) = 0,

îòêóäà çàïèøåì îïðåäåëåíèå ìãíîâåííîé íîðìû çàìåùåíèÿ â âèäå ïðîèçâîäíîé

MRS(t, τ) = − dc(t)

dc(τ)
= eβ(t−τ)

u′(c(τ))

u′(c(t))
.

Îíî ïîêàçûâàåò êàê îòíîñÿòñÿ (â ïðåäåëå ∆C → 0) èçìåíåíèÿ ïîëåçíîñåé â ìîìåíò τ è â ìîìåíò
t, åñëè ÷àñòü ïîòðåáëåíèÿ ∆C ïåðåíåñòè èç îäíîãî ìîìåíòà âðåìåíè â äðóãîé. 13

Ïðàâèëî Êåéíñà�Ðàìñåÿ: Ïðåäåëüíàÿ íîðìà òðàíñôîðìàöèè ðàâíà ïðåäåëüíîé íîðìå çàìå-
ùåíèÿ, MRT (t, τ) = MRS(t, τ). 14

12Äîìíîæèâ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå íà λ(t), ñîïðÿæ¼ííîå óðàâíåíèå íà z(t) è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå óðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷àåì λ̇(t)z(t) + λ(t)ż(t) = 0, ò.å. (λ(t)z(t))̇ = 0.

13

MRS(t, τ) = lim
∆C→0

e−βtu(c(t)−∆C)

e−βτu(c(τ) + ∆C)
= lim

∆C→0

e−βt u(c(t)−∆C)
−(−∆C)

e−βτ u(c(τ)+∆C)
∆C

= − e−βtu′(c(t))

e−βτu′(c(τ))

14Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâèëà Êåéíñà�Ðàìñåÿ â ïðåäåëå:

lim
τ→t

dMRT (t, τ)

dt
= lim
τ→t

dMRS(t, τ)

dt
.
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2.7.5 Îáñóæäåíèå

Ñãëàæèâàíèå ïîòðåáëåíèÿ èç-çà óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè u′(C). Ñòàöèîíàðíîå ïîëî-
æåíèå êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè ýôôåêòèâíîãî òðóäà íå ïðåâûøàåò åãî æå ïðè çîëîòîì ïðàâèëå
â ìîäåëè Ñîëîó.

2.8 Äåöåíòðàëèçîâàííûé âàðèàíò çàäà÷è Ðàìñåÿ

2.8.1 Çàäà÷à äîìîõîçÿéñòâà

Êàê è â öåíòðàëèçîâàííîé ìîäåëè äîìîõîçÿéñòâî ìàêñèìèçèðóåò äèñêîíòèðîâàííóþ ñóììó ïî-
ëåçíîñòåé ñâîèõ ÷ëåíîâ ∫ ∞

0

e−βt u(c(t)) dt→ max
c≥0

.

Íî òåïåðü äîìîõîçÿéñòâî íå ðàñïîðÿæàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âñåì ïðîèçâîäñòâîì à ëèøü ìîæåò
çàêóïàòü àêòèâû íà ðûíêå, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ôèðìàìè. Àêòèâû äîìîõîçÿéñòâà A(t)
èçìåíÿþòñÿ ñ âûïëàòîé ïðîöåíòîâ ïî ñòàâêå r(t), óâåëè÷èâàþòñÿ c ïîëó÷åíèåì çàðïëàòû W (t)
è óìåíüøàþòñÿ ñ ïîòðåáëåíèåì C(t):

Ȧ(t) = r(t)A(t) +W (t)L(t)− C(t), A(0) = A0,

ãäå A0 � íà÷àëüíûå êîëè÷åñòâî àêòèâîâ äîìîõîçÿéñòâà. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå îãðàíè÷èâàåì
çíàê A(t). Îòðèöàòåëüíûå àêòèâû îçíà÷àþò äîëã. Äîìîõîçÿéñòâî âîñïðèíèìàåò ïðîöåíòíóþ
ñòàâêó r(t) è çàðïëàòó W (t) çàäàííûìè, ò.å. ñ÷èòàåò, ÷òî íå ìîæåò íà íèõ ïîâëèÿòü. Ïîýòîìó,
÷òîáû ó äîìîõîçÿéñòâà íå âîçíèêëî æåëàíèå ñðàçó âçÿòü áåñêîíå÷íûé äîëã ìû ââîäèì óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ ïèðàìèä (no-Ponzi game condition)

lim
t→∞

e−
∫ t
0 r(τ) dτA(t) ≥ 0.

Ïåðåõîäÿ ê óäåëüíûì ïåðåìåííûì íà åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà

a(t) ≡ A(t)

A(t)L(t)
, w(t) ≡ W (t)

A(t)
,

ãäå w(t) � ïëàòà çà åäèíèöó ýôôåêòèâíîãî òðóäà, ïîëó÷àåì

ȧ(t) = (r(t)− n− g) a(t) + w(t)− c(t), a(0) = a0.

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïèðàìèä ïðèìåò âèä

lim
t→∞

R(t)a(t) ≥ 0, R(t) = e−
∫ t
0 r(τ) dτ+(n+g)t.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû ââåëè ôóíêöèþ R(t). Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ R(t)−1 ñîâïàäàåò ñ ôóíäàìåíòàëü-
íûì ðåøåíèåì íàøåãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÷åðåç êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ôîðìå Êîøè

a(t) = R(t)−1
(
a0 +

∫ t

0

R(τ) (w(τ)− c(τ)) dτ

)
.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îäíî èíòåãðàëüíîå áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå

a0 +

∫ ∞
0

R(t) (w(t)− c(t)) dt ≥ 0.

Ââåäÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà êàê

L =

∫ ∞
0

e−βt u(c(t)) dt+ λ0

(
a0 +

∫ ∞
0

R(t) (w(t)− c(t)) dt

)
,

èìååì óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïîòðåáëåíèÿ ĉ

e−βt u′(ĉ(t))− λ0R(t) = 0,

ãäå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0, è ò.í. óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

λ0

(
a0 +

∫ ∞
0

R(t) (w(t)− ĉ(t)) dt

)
= 0.

Èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ñëåäóåò ÷òî λ0 > 0, ò.ê. R(t) > 0 è u′(c(t)) > 0 èç-çà ïðåäïîëî-
æåíèÿ íåíàñûùàåìîñòè ïðåäïî÷òåíèé. Òîãäà óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè ñëåäóåò, ÷òî
áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî

a0 +

∫ ∞
0

R(t) (w(t)− ĉ(t)) dt = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å èç-çà íåíàñûùàåìîñòè ïðåäïî÷òåíèé ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà ìîæíî
áûëî áû óâåëè÷èòü ïîëåçíîñòü, óâåëè÷èâ ïîòðåáëåíèå.

15

15Ïîêàæåì êàê ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ÷åðåç ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

H(a, c, λ, 1, t) = e−βt u(c) + λ ((r(t)− n− g) a+ w(t)− c)

� ïðèòîê ïîëåçíîñòè ïëþñ íåÿâíàÿ öåíà êàïèòàëà, óìíîæåííàÿ íà ïðèòîê êàïèòàëà Óñëîâèå ìàêñèìóìà ìîæíî
çàïèñàòü êàê

e−βt u′(c(t))− λ(t) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ÷òî λ(t) > 0, ò.ê. u′(c) > 0 � íåíàñûùàåìîñòü ïðåäïî÷òåíèé, à ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

−λ̇(t) = λ(t) (r(t)− n− g)

èìååò ðåøåíèåì ïðîñòîå âûðàæåíèå λ(t) = R(t)λ0, ãäå λ0 > 0, ò.ê. λ(t) > 0 è R(t) > 0. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-
Ïîíòðÿãèíà âîãíóòà (ò.ê. ëèíåéíà) ïî ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ (àêòèâàì a) è ñòðîãî âîãíóòà ïî óïðàâëåíèþ (ïî-
òðåáëåíèþ c). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ìàíãàñàðÿíà, ïðèâåäåííûå âûøå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ � äîñòàòî÷íû
äëÿ ïàð ôóíêöèé (ĉ, â), åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå òèïà òðàíñâåðñàëüíîñòè

lim inf
t→∞

λ(t) (a(t)− â(t)) ≥ 0,

ãäå a(t) � ëþáûå äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè, Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïèðàìèä ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå îáùåì âèäå

lim inf
t→∞

R(t)a(t) ≥ 0,

äîìíîæèâ êîòîðîå íà λ0 ≥ 0, ââèäó λ(t) = R(t)λ0, ïîëó÷àåì

lim inf
t→∞

λ(t)a(t) ≥ 0.
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Ïðèìåð 2.8.1 Âîçüìåì äëÿ ïðîñòîòû u(c) = ln(c), òîãäà u′(c) = 1/c è èç óñëîâèÿ ïðåâîãî

ïîðÿäêà ïîëó÷àåì

c(t) =
e−βt

λ0R(t)
=

1

λ0
e−βte

∫ t
0 r(τ) dτ−(n+g)t =

1

λ0
e
∫ t
0 r(τ) dτ−(ρ+g)t,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî β = ρ−n Çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λ0 ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû áûëî

âûïîëíåíî áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå

a(0) +

∫ ∞
0

(
R(t)w(t)− 1

λ0
e−βt

)
dt = 0.

Åñëè β > 0, òî
1

λ0
= β

(
a0 +

∫ ∞
0

R(t)w(t) dt

)
.

2.8.2 Çàäà÷à ôèðìû

f ′(k(t)) = r(t) + δ, f(k(t)) = w(t) + (r(t) + δ) k(t).

Ââèäó ñâîéñòâà ïîñòîÿííîé îòäà÷è îò ìàñøòàáà, èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèðìû ñëåäóåò, ÷òî â ðàâíî-
âåñèè çàðïëàòà w è ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà äîëæíû íàõîäèòüñÿ r äîëæíû íàõîäèòñÿ â îïðåäåë¼ííîì
ñîîòíîøåíèè íå çàâèñèìî îò ðàçìåðà ýêîíîìèêè.

2.8.3 Óðàâíåíèÿ îáùåãî ðàâíîâåñèÿ

1. Äîìîõîçÿéñòâà ìàêñèìèçèðóþò ïîëåçíîñòü, ñ÷èòàÿ çàäàííûìè ôóíêöèè r(·), w(·) è τ(·):

β − u′′(c(t))ċ(t)

u′(c(t))
= r(t)− n− g.

2. Ôèðìû ìàêñèìèçèðóþò òåêóùóþ ïðèáûëü, ñ÷èòàÿ çàäàííûìè r(·) è w(·):

f ′(k(t)) = r(t) + δ, f(k(t)) = w(t) + (r(t) + δ) k(t).

3. Áûïîëíåíû áàëàíñû íà ðûíêàõ:

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè áóäåò ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþ-
ùåãî ïðåäåëà

lim
t→∞

λ(t)â(t) = 0.

(Ïðè íàñûùàåìûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî λ0 = 0.)
×òîáû ïîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åííîãî ïðåäåëà ïîäñòàâèì â íåãî âûðàæåíèå äëÿ â(t)

λ0

(
a0 +

∫ ∞
0

R(t) (w(t)− ĉ(t)) dt

)
= 0.

Ýòî � íåÿâíàÿ ñòîèìîñòü àêòèâîâ â áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå íóëÿ èç-çà óñëîâèÿ îòñóò-
ñòâèÿ ïèðàìèä è íå ìîæåò áûòü áîëüøå íóëÿ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû óâåëè÷èòü ïîòðåáëåíèå, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåíàñûùàåìîñòè ïðåäïî÷òåíèé.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. Ýòè óñëîâèÿ âåðíû è â áîëåå îáùåì

ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïî÷òåíèÿ ìîãóò áûòü íàñûùàåìûìè u′(ĉ) = 0, òàê ÷òî λ0 ≡ λ(t) ≡ 0. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â äàííîé çàäà÷å íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ îïòèìàëüíîñòè. Ýòî
èçâåñòíûé ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè.
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20ÃËÀÂÀ 2. ÍÅÎÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅÌÎÄÅËÈÄÎËÃÎÑÐÎ×ÍÎÉÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉÄÈÍÀÌÈÊÈ

(a) ïðîäóêòà: k̇(t) = f(k(t))− c(t)− (δ + n+ g) k(t), k(0) = k0 ≥ 0.

(b) òðóäà: L(t) = N(t), ò.å. êàæäûé æèòåëü äîìîõîçÿéñòâà ïîñòîâëÿåò íà ðûíîê åäèíèöó
òðóäà â åäèíèöó âðåìåíè.

(c) êàïèòàëà: a(t) = k(t)

Áàëàíñ íà ðûíêàõ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïîòîêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîðîâ. Îäíàêî, äëÿ êàïè-
òàëà, êðîìå ðàâåíñòâà ïîòîêîâ ȧ(t) = k̇(t), ìû ôàêòè÷åñêè òðåáóåì åù¼ è ðàâåíñòâî íà÷àëüíûõ
çàïàñîâ a(0) = k(0). Ò.å. ÷òî âåñü êàïèòàë ïðèíàäëåæèò äîìîõîçÿéñòâàì, è íè÷åãî êðîìå êàïè-
òàëà èì íå ïðèíàäëåæèò.

Óòâåðæäåíèå 2.1 Ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ â äåöåíòðàëèçîâàííîé ìîäåëè Ðàìñåÿ åäèíñòâåí-

íà è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì öåíòðàëèçîâàííîé ìîäåëè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà çàäà÷è äîìîõîçÿéñòâà ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì Ýéëåðà öåíòðàëèçîâàííîé çàäà÷è.
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Ãëàâà 3

Ìîäåëè ñ ýíîäîãåííûì ðîñòîì

Ìîäåëè Ñîëîó è Ðàìåÿ ïðåäïîëàãàþò âîçìîæíîñòü ëèøü ýêçîãåííîãî äîëãîñðî÷íîãî ðîñòà ïîäó-
øåâîãî ÂÂÏ. À âåñü ÂÂÏ ýêîíîìèêè äîëæåí ðàñòè ñ òåìïîì íå ìåíüøå òåìïà ðîñòà íàñåëåíèÿ,
÷òî íå ñîãëàñóåòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíîñòüþ.

M. Frankel (1962), ýêîíîìèêà ñîñòîèò èç N ôèðì ñ îäèíàêîâîé ïðîèçâîäñâåííîé ôóíêöèåé

Yj(t) = Ā(t) (Kj(t))
α (Lj(t))

1−α

ñ îáùåôàêòîðíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ Ā, çàâèñÿùåé îò àãðåãèðîâàííîãî êàïèòàëà

Ā(t) = A0

(
N∑
j=1

Kj(t)

)η

,

ãäå η > 0, α ∈ (0, 1) è A0 > 0. Îïðåäåëèì àãðåãèðîâàííûå êàïèòàë è âûïóñê â ýêîíîìèêå:

K(t) =
N∑
j=1

Kj(t), Y (t) =
N∑
j=1

Yj(t),

à òàêæå êàïèòàë è âûïóñê íà äóøó íàñåëåíèÿ

k(t) =

∑N
j=1Kj(t)∑N
j=1 Lj(t)

, y(t) =

∑N
j=1 Yj(t)∑N
j=1 Lj(t)

.

Åñëè ôèðìû ñ÷èòàþò öåíû êàïèòàëà íå çàâèñÿùèìè îò ñâîèõ ðåøåíèé, òî îíè àðåíäóþò êàïèòàë
â äèíàêîâûõ ïðîïîðöèÿõ ê òðóäó, ò.ê. èõ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñîâïàäàþò. Ò.å. äëÿ âñåõ j

k(t) =
Kj(t)

Lj(t)
, y(t) =

Yj(t)

Lj(t)
.

Ïîýòîìó äëÿ âñåé ýêîíîìèêè âåðíî

Y (t) = Ā(t) (K(t))α (L(t))1−α .

Ïîäñòàâèâ ñþäà Ā(t) = A0 (K(t))η, è ñ÷èòàÿ êîëè÷åñòâî òðóäà ïîñòîÿííûì è η = 1−α ïîëó÷àåì
àãðåãèðîâàííûé âûïóñê ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò êàïèòàëà â âèäå

Y (t) = AK(t),

ãäå êîíñòàíòà A = A0L
1−α. Ïîýòîìó ìîäåëè òàêîãî ðîäà íàçûâàþò AK-ìîäåëÿìè. Ïðåäåëüíàÿ

ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðàâíà êîíñòàíòå A, îíà íå óáûâàåò â îòëè÷èè îò íåîêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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3.1 ÀÊ�ìîäåëü ñ ìåæâðåìåííîé îïòèìèçàöèåé ïîëåçíîñòè

Ðîìåð (Romer, 1986) ðàçðàáîòàë AK âåðñèþ ìîäåëè Ðàìñåÿ, ïðåäïîëîæèâ âíåøíèå ýôôåêòû
ñóììàðíîãî êàïèòàëà â ýêîíîìèêå íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàæäîé ôèðìû. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôèðìû îäèíàêîâû è íàíèìàþò åäèíèöó òðóäà Lj = 1. Òîãäà êàïèòàë êàæäîé
ôèðìå ðàâåí êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè òðóäà Kj = k. Âûïóñê ôèðìû y(t) = Ā(t)k(t)α îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàïèòàëîì k è îáùåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ Ā(t), êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñóììàíîãî êàïèòàëà
K

Ā(t) = A0 (K(t))η , K(t) :=
N∑
j=1

Kj(t) = Nk(t).

Àãðåãèðîâàííûé âûïóñê Y îïðåäåëÿåòñÿ

Y (t) = Ny(t) = NĀ(t)k(t)α = NA0 (K(t))η
(
K(t)

N

)α
= AK(t)α+η,

ãäå êîíñòàíòà A = A0N
1−α. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ

Ïóñòü âëàäåëåö ôèðìû ðåøàåò ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðè k(t) ≥ 0 è c(t) ≥ 0:∫ ∞
0

e−ρt u(c(t)) dt→ max
c≥0

, k̇(t) = Ā(t)k(t)α − c(t)− δk(t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àãåíòû èìåþò ïîñòîÿííóþ îòíîñèòåëüíóþ íåñêëîííîñòü ê ðèñêó θ:

θ = −C u
′′(C)

u′(C)
, äëÿ ëþáûõ C ≥ 0.

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîñòîÿííóþ ýëàñòè÷íîñòü ìåæâðåìåííîãî çàìåùåíèÿ ïîòðåáëåíèÿ 1/θ
??? Òîãäà óðàâíåíèå Ýéëåðà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ċ(t)

c(t)
=
αĀ(t)k(t)α−1 − δ − ρ

θ
.

Àãåíò âåðíî ïðåäâèäèò, ÷òî êàæäàÿ ôèðìà àðåíäóåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êàïèòàëà k(t),
ïîýòîìó äëÿ íåãî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

ċ(t)

c(t)
=
αA0N

ηk(t)α+η−1 − δ − ρ
θ

.

� Åñëè α + η − 1 < 0, òî ðåøåíèå êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè Ðàìñåÿ, ãäå îòäà÷à
îò êàïèòàëà óáûâàåò.

� Åñëè α + η − 1 > 0, òî ðåøåíèåì áóäåò âðûâíîé ðîñò, ÷òî íå ðåàëèñòè÷íî.1

� Ýíäîãåííûé äîëãîñðî÷íûé ðîñò íàáëþäàåòñÿ ïðè α+ η− 1 = 0, ÷òî è áóäåì ïðåäïîëàãàòü
â äàëüíåéøåì.

Òîãäà, èç óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñëåäóåò ïîñòîÿííûé òåìï ïðèðîñòà ïîäóøåâîãî ïîòðåáëåíèÿ

ċ(t)

c(t)
=
αA0N

η − δ − ρ
θ

≡ g.

1c = A0N
ηkα+η − δk, αA0N

ηkα+η−1 = δ + ρ
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Ñëåäîâàòåëüíî c(t) = egtc(0), è óðàâíåíèå äëÿ êàïèòàëà ïðèìåò âèä

k̇(t) = (A0N
η − δ) k(t)− egtc(0), k(0) = k0 > 0.

Èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, óñëîâèèÿ k(t) ≥ 0 è íåíàñûùàåìîñòè ïðåäïî÷òåíèé (u′(c) > 0)
ñëåäóåò

k̇(t)

k(t)
=
ċ(t)

c(t)
= g,

ïðè÷¼ì c(0) = k(0) (A0N
η − δ − g). 2

Ïðè α + η = 1 àãðåãèðîâàííûé âûïóñê èìååò âèä Y (t) = AK(t) èëè â èíòåíñèâíîé ôîðìå
y(t) = Ak(t), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òåìïû ïðèðîñòà ïîäóøåâîãî ÂÂÏ, êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè è
ïîäóøåâîãî ïîòðåáëåíèÿ ðàâíû è ïîñòîÿííû:

ẏ(t)

y(t)
=
k̇(t)

k(t)
=
ċ(t)

c(t)
= g.

Òî åñòü, â AK-ìîäåëè íåò ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Ýêîíîìèêà ñðàçó íà÷èíàåò ðàñòè ñ ïîñòîÿííûì
òåìïîì, ÷òî íå îáúÿñíÿåò óñëîâíóþ êîíâåðãåíöèþ ñòðàí ïî ïîäóøåâûì ïîêàçàòåëÿì, â îòëè÷èè
îò ìîäåëè Ðàìñåÿ. ??????????????

Çàìåòèì, ÷òî â öåíòðàëèçîâàííîì âàðèàíòå çàäà÷à ïëàíèðîâùèêà ïðè α+ η = 1 âûãëÿäåëà
áû ∫ ∞

0

e−ρt u(c(t)) dt→ max
c≥0

, k̇(t) = A0N
ηk(t)− c(t)− δk(t).

È óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè (óðàâíåíèå Ýéëåðà) äàâàëî áû áîëüøèé òåìï ðîñòà ÷åì äåöåíòðàëè-
çîâàííûé âàðèàíò

ċ(t)

c(t)
=
A0N

η − δ − ρ
θ

>
αA0N

η − δ − ρ
θ

.

Ýòî ãîâîðèò î äèíàìè÷åñêîé íåýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ äåöåíòðàëèçîâàííîé ìîäåëè, âèäè-
ìî èç-çà âíåøíåãî ýôôåêòà àãðåãèðîâàííîãî êàïèòàëà íà îáùóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü Ā(t) =
A0 (K(t))η.

2Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êàïèòàëà k(t) = e(A0N
η−δ)t

(
k(0)− c(0)

∫ t
0
e(g−A0N

η+δ)τ dτ
)
, ïðè ïðåäïîëîæå-

íèè g − A0N
η + δ < 0, íåîòðèöàòåëüíî âñþäó åñëè c(0) ≤ k(0) (A0N

η − δ − g), ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ êàê
ðàâåíñòâî ïîòîìó ÷òî äîìîõîçÿéñòâî âûáèðàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå íà÷àëüíîå ïîòðåáëåíèå ââèäó íåíà-
ñûùàåìîñòè ïðåäïî÷òåíèé. Òàê êàê îïòèìàëüíûé òåìï ðîñòà ïîòðåáëåíèÿ ïîñòîÿíåí è íå çàâèñèò îò âûáîðà
íà÷àëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ, ïîäóøåâîå ïîòðåáëåíèå â ëþáîé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò òîæå ìàêñèìàëü-
íûì. Òîãäà k(t) = k(0) egt.
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