
Случайное  

блуждание 



Random walk 



Одномерное случайное блуждание. Слева график движения реальной броуновской частицы вдоль 
некоторой оси. Справа модельное движение с шагами вверх или вниз с равными вероятностями. 
Например, горизонтальная проекция движения шарика в доске Гальтона ( одинаковые скачки влево 
- вправо) 



Это тоже модель блужданий: синий график – скорость , а красный –  смещение  ( интеграл от синего). 
Видим, что скорость – стационарный процесс (его среднее и дисперсия остаются постоянными), а 
смещение – нет( график будет уходить от оси в ту или другую сторону 



Рассмотрим смещение за N шагов. Оно определяется суммой положительных и отрицательных 
шагов, потому что частица с равными вероятностями может сделать шаг в одну или в другую 
стороне. Среднее равно нулю. 

Рассмотрим дисперсию. 

Далее выделим из двойной суммы  все слагаемые с одинаковыми индексами. Остальная часть 
будет равна нулю, потому что в ней примерно поровну положительных и отрицательных 
слагаемых 



Здесь мы заменили число шагов на отношение времени эксперимента ко времени одного шага. Мы 
получили, что дисперсия будет расти линейно со временем 

Такое случайное блуждание отвечает за диффузию. Если капнуто точечную капельку броуновских частиц 
в вещество. Они будут случайно блуждать. Пятно будет расплываться по такому закону. Посмотрите в 
презентации «Броуновское движение и эргодичность». Среднее расстояние, на которое они разойдутся, 
Будет пропорционально корню из времени. То же самое можно для ясности прочитать в книжке или 
пропустить, если все ясно: 











Распределение плотности частиц (а так же плотности вероятности обнаружить частицу) будет гауссовским 
с линейно возрастающей со временем дисперсией. То есть распределение будет расплываться со 
временем 



Это уравнение работает так: там, где у 
распределения максимум, т.е. вторая 
производная по координате 
отрицательная, там, согласно 
уравнению, производная по времени 
тоже отрицательная, то есть эта часть 
графика понижается. И, наоборот, 
впадины поднимаются. Таким 
образом происходит сглаживание 
«размазывание» всего 
распределения. Здесь сначала синий 
график, потом оранжевый, потом 
зеленый. 



Все это рассуждение можно обобщить на случай любой размерности, например на двухмерный 
случай. Основная закономерность, связанная с тем, что смещение по прямой будет 
пропорционально корню от времени.  

Как играли дети до компьютерных игр? Например, 
Разрисовывали лист всякими обозначениями 
приключений и начинали случайное блуждание по 
нему с помощью волчка. Начиная с центра делаем 
шаг в сантиметр в направлений указанном 
волчком, опять запускаем волчок, и т.д. крутить 
можно пузатую ручку, телефон или что-то еще. 
При этом попадаем на какие-то приключения и 
додумываем сюжет. Если пройти такие случайные 
маршруты много раз, потом усреднить число 
шагов, на которые удалось удалиться по прямой, то 
получится некоторая закономерность, показанная 
на следующем рисунке 





Можно обнаружить все ту же закономерность: 
длина траектории в шагах равна квадрату 
расстояния по прямой. Поэтому, например, важно, 
заблудившись, следить за тем, чтобы идти по 
прямой и не блуждать. 
Эта закономерность действует не только для 
траекторий, но и для структур. Представим себе, что 
это линейный полимер, состоящий из узлов в виде 
шарниров и стержней между ними. В тепловом 
движении это полимер свернется в глобулу, размер 
которой примерно равен корню из его длины. 



Для траекторий броуновской частицы свойственна фрактальность. Это означает масштабную 
инвариантность. Небольшой фрагмент, если его увеличить, выглядит так же, как вся траектория. 
Фракталы имеют дробную размерность. Мы видим, что траектория как бы заштриховывает часть 
поверхности, то есть это уже не одномерная линия, но и не двухмерная поверхность.  
Треугольный фрактал Серпинского – еще пример фрактала с размерностью больше одного, но 
меньше двух, но тут мы движемся от двухмерного треугольника, вырезая кусочки. 



Еще пример геометрического, неслучайного фрактала 



Французские учёные Буазигье и Даан (Bouzigues 

и Dahan), исследовавшие перемещение рецепторов γ-

аминомасляной кислоты (ГАМК) в мембранах нервных 

клеток, предложили методику статистического анализа 

траекторий движения молекул, позволяющую очень 

чётко отделить простое броуновское «блуждание» 
молекулы от направленного движения. 



Наряду с обычной диффузией, когда квадрат смещения пропорционален времени есть 
аномальная диффузия 





Один из механизмов супердиффузии – это 

наличие гигантских скачков, они называюся 

полетами Леви. Например, многие животные 

движутся так для оптимального поиска пищи 



Дэвид Симс из университета Плимута и его коллеги 

утверждают, что получили убедительные 

доказательства использования полетов Леви как 

тактики перемещения 14 видами морских хищников, 

среди которых голубая (Prionace glauca) и китовая 

(Rhincodon typus) акулы, желтоперый тунец (Thunnus 

albacares), рыба-меч (Xiphias gladius) и некоторые 
другие. 



Суб диффузия возникает тогда, когда есть ловушки, в 
которых частица может застрять на большое время. 
Например, траектории случайного блуждания в пористом 
стекле самоподобной структуры (стекло Леви): сильные 
флуктуации скачков. 



Другие примеры случайных блужданий: например, движение частицы в бильярде от стенки 
до стенки тоже может быть случайным 



Движение робота-пылесоса сочетает упорядоченные фрагменты траектории и случайные 
для максимального охвата пройденной территории 



В траектории движения игроков в любительский футбол тоже есть сочетание закономерности и 
случайности 



Блуждания в лабиринтах – важный элемент литературных произведений. 



Часто эти блуждания символизируют поиски смыслов, себя, спасения. Как, например, у Данте 





Огромную роль лабиринты и блуждания в них играют в приключенческих сюжетах и играх 



Задания на выбор (достаточно одного, но здорово, когда больше) 
 
Задача  
  
Частица делает скачки длиной в 1 сантиметр. После каждого скачка она меняет направление 
движения случайным образом. Найдите с помощью вычислений и экспериментально, на 
какое в среднем расстояние она удалится от точки начала движения за 25 шагов, за 36 
шагов, за 49 шагов.  
 
Задача 
 
Проверьте путем дифференцирования по времени и по координате распределения Гаусса с 
растущей амплитудой, что оно является решением уравнения диффузии.  
 
тема для эссе  
 
Сравните блуждания различных литературных героев (например, сумрачный лес у Данте, 
Хэмптон-Кортский лабиринт у Джерома). 



тема для эссе  
 
Приведите примеры случайных блужданий и какие-то их статистические характеристики. 
 
графическое задание  
 
Изобразите на основе случайной траектории некоторый узнаваемый предмет или существо. 
 
Совсем творческое задание  
 
Изобразите карту приключений, совершите по ней случайное блуждание с помощью волчка и 
опишите ваши приключения в виде рассказа. 
 
 


